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В рамках теории фазовых переходов Ландау исследовано влияние гидростатиче-
ского давления на фазовый переход охлаждаемого сплава Ti–Ni из кубической фазы
в ромбоэдрическую. Показано, что давление величиной в 1 GPa повышает дефор-
мацию сплава, характеризующую фазовый переход, на 20%, а температуру фазо-
вого перехода – на 4 K. При приложении давления упругий модуль сдвига кубиче-
ской фазы уменьшается, а ромбоэдрической – увеличивается. Все полученные ре-
зультаты указывают на стабилизацию ромбоэдрической фазы давлением.
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Введение
Целому ряду металлических сплавов присущи сверхупругость и память
формы (см., напр., [1]). Эти свойства обусловлены тем, что при охлаждении
таких сплавов наблюдаются мартенситные превращения (МП), т.е. фазовые
переходы первого рода, сопровождающиеся спонтанной деформацией кри-
сталлической решетки. Особое значение придается сплавам Ti–Ni ввиду их
использования в медицине и инженерии [1]. При охлаждении сплава Ti–Ni
до температур ниже 300 K в нем происходит МП аустенитной (кубической)
фазы B2 в мартенситную (ромбоэдрическую) R-фазу [2]. Спонтанная де-
формация этого МП достаточно мала (~ 1%), что позволяет описывать его в
рамках теории фазовых переходов Ландау, считая параметром порядка ком-
поненты тензора деформации.
Ферроэластическая модель мартенситного фазового перехода
С точки зрения теории фазовых переходов МП представляет собой ферро-
эластический фазовый переход, сопровождающийся спонтанной деформаци-
ей сдвигового типа (см. работу [3] и ссылки в ней). Рассмотрим кубическую
кристаллическую решетку с осями симметрии четвертого порядка, направ-
ленными вдоль координатных осей. Сдвиговая деформация решетки, пони-
жающая ее симметрию от кубической до ромбоэдрической, характеризуется
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недиагональными компонентами тензора деформаций zy xz xyε = ε = ε ≡ ε , а фа-
зовый переход B2 → R описывается путем минимизации потенциал Гиббса,
разложенного в ряд по степеням величины ε. Разложение представляется в виде
2 2 2 3 4 3
1 44 3 5 8
1 3 36 3
2 2 4
G c u C a u a b b u Pu= + ε + ε + ε + ε + ε − , (1)
где величина 3 xx yy zzu = ε + ε + ε  представляет собой относительное измене-
ние объема кристалла; с1 ≡ 9В – модуль всестороннего сжатия; C44 – модуль
сдвига кубической фазы; коэффициенты a3, a5, b8 и b – линейные комбина-
ции упругих модулей второго, третьего и четвертого порядков, введенные в
рассмотрение в [3,4]; P – приложенное к кристаллу давление.
Условие ∂G/∂u = 0 позволяет выразить изменение объема через сдвиговую
деформацию и давление: ( )2 33 8
1
1 2 6
2
u a b P
c
= − ε + ε − . (2)
Подставляя найденное выражение в разложение (1), приходим к выводу, что
учет гидростатического давления сводится к перенормировке коэффициентов
44 44 44 3 1
5 5 5 8 1
( ) ( , ) ( ) 3 / ,
( ) 3 / .
C T C T P C T a P c
a a P a b P c
→ = +
→ = + (3)
Условие ∂G/∂ε = 0 приводит к такому уравнению для нахождения равно-
весной величины сдвиговой деформации:
2
44 512 ( , ) 3 ( ) 3 0C T P a P b⎡ ⎤ε + ε + ε =⎣ ⎦ . (4)
При любой величине давления уравнение (4) имеет тривиальное решение ε = 0,
поскольку кубическая фаза кристалла сохраняет свою симметрию при все-
стороннем сжатии. Нетривиальное решение этого уравнения определяет ве-
личину сдвиговой деформации, возникающей в ходе МП охлаждаемого под
давлением сплава, и имеет вид
( )( )0 5 44( , ) ( ) / 2 1 1 4 ( , ) / RT P a P b C T P cε = − + − , (5)
где 25( ) ( ) / 4 0Rc P a P b= > . Температура потери устойчивости ромбоэдриче-
ской фазы определяется уравнением 44 1( , ) ( ) / 4RC T P c P= , а аустенитной –
44 2( , ) 0C T P = .
При наличии сдвигового напряжения σ уравнение (4) принимает вид
2
44 512 ( , ) 3 ( ) 3 6 0C T P a P b⎡ ⎤ε + ε + ε − σ =⎣ ⎦ , (6)
а его решение представимо суммой 0ε = ε + ε , где ε  – обусловленная напря-
жением добавка к спонтанной деформации ε0. Подставляя суммарную де-
формацию в уравнение (6) и линеаризуя его по малой величине ε , получаем
приближенное уравнение el2 ( , )C T Pσ = ε , где
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2
el 44 5 0 0
1 3( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )
2 4
C T P C T P a P T P b T P= + ε + ε . (7)
Из выражения (7) следует, что в кубической фазе модуль сдвига Cel(T, P) ра-
вен C44(T, P), а в мартенситной фазе его величина зависит от величины деформа-
ции, возникающей при фазовом переходе. С помощью уравнения (4) исключаем
величину C44(T, P) из выражения (7) и получаем явную связь между сдвиговым
модулем ромбоэдрической мартенситной фазы и величиной деформации МП:
2
el 5 0 0
1 1( , ) ( ) ( , ) ( , )
4 2
C T P a P T P b T P= ε + ε . (8)
Найденные выше формулы (3), (5) и (8) позволяют решить две задачи, а
именно определить величину упругого модуля мартенситной фазы по вели-
чине деформации МП (прямая задача) либо восстановить зависимости де-
формации МП от температуры и давления по известной температурной за-
висимости модуля сдвига (обратная задача), если известны численные зна-
чения параметров модели. Пример решения прямой задачи для МП кубиче-
ски-тетрагонального типа описан в [5]. Решение обратной задачи приведено
ниже для МП типа B2 → R, экспериментально исследованного в [2].
Численная оценка параметров модели для сплава Ti–Ni
Из выражения (5) следуют условия 2 1 5( ) 2 ( ) /T T a bε = ε = − , позволяющие
выразить коэффициенты разложения (1) через экспериментально измеряе-
мые величины деформации и упругого модуля следующим образом:
2
5 2 44 1 2( ) 16 ( ) / ( )b a T C T T= − ε = ε . (9)
Подстановка соотношений (9) в выражение (8) приводит к условию
el 2 44 1( , ) 4 ( , )C T P C T P= . (10)
Измеренная в [2] температурная за-
висимость модуля С44 для сплава Ti–Ni
показана на рис. 1. Она может быть
использована для решения обратной
задачи, если доопределить ее в интер-
вале T2 < T < T1 так, чтобы выполня-
лось условие (10). Из эксперимента
следует, что T1 = 311 K, T2 = 300 K и
C44(T2) = 18.2 GPa. Принимая во вни-
мание найденные из экспериментов
значения ε[111] = 2ε ≈ –1% [6] и ΔV/V ≈
≈ 0.5·10–3 [4], находим величины
a5(0) = 1.45·10
4 GPa, b = 2.9·107 GPa и
a3/c1 = 4.4 (подробности см. в [4]).
Рис. 1. Экспериментальная температур-
ная зависимость модуля сдвига сплава
Ti–Ni (····) и ее аппроксимация (––), ис-
пользованная для моделирования влия-
ния давления на характеристики МП
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Указанные величины позволяют однозначно описать МП монокристалли-
ческого образца под действием одноосной механической нагрузки [5], а за-
дача о МП под гидростатическим давлением оказывается более сложной,
поскольку в нее входит неизвестное отношение b8/c1. Можно предположить,
что отношения a5/b и a3/b8 равны по порядку величины. Тогда из (9) следует
оценка 18 1 3 1 2/ ~ ( / ) ( ) 900b c a c T
−− ε ≈ . Влияние давления на МП промодели-
ровано ниже для разных значений отношения b8/c1.
Влияние гидростатического давления на мартенситное превращение
В основе теории фазовых переходов лежит понятие параметра порядка
(ПП), который в данном случае равен деформации ε[111]. Поэтому прежде
всего опишем влияние давления на величину ε[111], используя в ходе ком-
пьютерных расчетов численные значения, полученные выше для сплава
Ti–Ni.
При положительных значениях отношения X ≡ b8/c1 давление величи-
ной в 1 GPa заметно влияет на температурные зависимости ПП, причем
может как повышать, так и понижать абсолютную величину ПП (рис. 2,а).
Однако это влияние гораздо сильнее проявляется при отрицательных зна-
чениях X (рис. 2,б). При X = –900 давление, равное 1 GPa, меняет величи-
ну ПП приблизительно на 20%, а при X = 900 практически не влияет на
эту величину (см. сплошные линии на рис. 2). Этот факт может послу-
жить основой для экспериментального определения знака неизвестного
параметра X.
В реальных экспериментах измеряют обусловленное давлением изме-
нение температуры МП (см., напр., [4]). Эта температура может быть ап-
проксимирована величиной (Т1 + Т2)/2, представленной на рис. 3,а. Вид-
но, что для сплава Ti–Ni изменение температуры МП в среднем равно 4 K/GPa.
   
а б
Рис. 2. Температурные зависимости деформации сплава в ходе МП при разных
значениях параметра Х (а) и давления (б): а – P = 1 GPa, X = 0 (----), 450 (····), 900 (––),
1350 (–·–·–); б – Х = –900, P = 0.5 GPa (–·–·–), 1 (––), 2 (----); –○– – величины дефор-
мации при P = 0
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Рис. 3. Зависимости температуры МП (а) и температурного интервала сосущество-
вания фаз (б) от давления: — – Х = –900, ---- – Х = 900
Ширина области сосуществования фаз (разность T1 – T2 температур начала и
конца МП) также зависит от давления, причем при положительном значении X
она монотонно убывает до значений, малых по сравнению с начальным (т.е.
измеренным в отсутствие давления). При отрицательном X ширина темпера-
турного интервала МП меняется не столь сильно и притом немонотонно.
Ферроэластическая модель позволяет описать изменение модуля C44 под
давлением. Измерение этого модуля в мартенситной фазе представляет со-
бой трудную задачу даже в отсутствие давления. В то же время изменение
данного модуля заметно сказывается на температурной зависимости тепло-
емкости и других тепловых свойствах сплавов, что обусловливает важность
расчета функции 44 ( , )C T P . Результаты расчета приведены на рис. 4, кото-
рый показывает, что давление чрезвычайно сильно изменяет величину сдви-
гового модуля при Х < 0 и гораздо меньше – при X > 0. В частности, при Х < 0
давление величиной в 2 GPa приводит к увеличению упругого модуля более
чем в 2 раза.
   
а б
Рис. 4. Температурные зависимости модуля сдвига под влиянием давления P, GPa:
— – 0, ---- – 0.5, ···· – 1, –·–·– – 2; a – X = –900, б – Х = 900
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Приведенные выше теоретические результаты могут быть использованы не
только для анализа экспериментов по влиянию на МП приложенного к сплаву
давления. Недавно было показано, что процесс старения сплавов влияет на их
МП подобно давлению [7], и введено понятие внутреннего давления, возни-
кающего в этом процессе. Выполненный в данной работе теоретический ана-
лиз показывает, что поскольку в экспериментах по старению сплавов зафик-
сированы изменения температуры и спонтанной деформации МП [8], величи-
на внутреннего давления может быть оценена путем сопоставления этих из-
менений с изменениями, обусловленными гидростатическим сжатием.
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А.О. Косогор, В.А. Львов
МОДЕЛЮВАННЯ МАРТЕНСИТНОГО ПЕРЕТВОРЕННЯ СПЛАВУ Ti–Ni
ПІД ГIДРОСТАТИЧНИМ ТИСКОМ
В рамках теорії фазових переходів Ландау досліджено вплив гідростатичного тиску
на фазовий перехід охолоджуваного сплаву Ti–Ni з кубічної фази до ромбоедрич-
ної. Показано, що тиск величиною в 1 GPa збільшує деформацію сплаву, що харак-
теризує фазовий перехід, на 20%, а температуру фазового переходу – на 4 K. Під
час прикладання тиску пружній модуль зсуву кубічної фази зменьшується, а ром-
боедричної – збільшується. Всі отримані результати вказують на стабілізацію ром-
боедричної фази тиском.
Ключові слова: гідростатичний тиск, мартенситне перетворення, модуль пружності
А.O. Коsogor, V.А. L'vov
MODELING OF MARTENSITIC TRANSFORMATION OF THE Ti–Ni ALLOY
UNDER THE HYDROSTATIC PRESSURE
The influence of the hydrostatic pressure on the cubic-to-rhombohedral phase transition
of cooled Ti–Ni alloy has been analyzed in the framework of Landau theory. It is shown
that the pressure of 1 MPa increases the characteristic phase transition strain by 20% and
elevates the phase transition temperature by 4 K. The pressure application decreases the
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shear elastic modulus of cubic phase but increases that of rhombohedral phase. All results
point to the rhombohedral phase stabilization by pressure.
Keywords: hydrostatic pressure, martensitic transformation, elastic modulus
Fig. 1. Experimental temperature dependence of shear modulus for Ti–Ni alloy (····) and
its approximation (––) used to simulate pressure effect on characteristics of martensitic
transformation (MT)
Fig. 2. Temperature dependences of alloy strain in the course of MT for different values
of parameter Х (а) and pressure (б): а – P = 1 GPa, X = 0 (----), 450 (····), 900 (––), 1350
(–·–·–); б – Х = –900, P = 0.5 GPa (–·–·–), 1 (––), 2 (----); –○– – strain value for P = 0
Fig. 3. Dependences of MT temperature (a) and temperature range for coexistence of
phases (б) on pressure:— – Х = –900, ---- – Х = 900
Fig. 4. Temperature dependences of shear modulus under pressure P, GPa: — – 0, ---- –
0.5, ···· – 1, –·–·– – 2; a – X = –900, б – Х = 900
